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Forord

Arbeidet med denne boka har veert givende og leererikt. Til tider har jeg vir-
kelig kost meg. Hapet mitt er at boka du na sitter og leser, skal vere et bidrag
til & gjore matematikk og statistikk enda mer tilgjengelig for deg. Om jeg har
lykkes, ma nesten du som leser vurdere selv. Husk uansett pa at hvis du sitter
og drar deg i héret fordi du strever med en vanskelig oppgave, sa har jeg kun
hatt gode intensjoner.

Forst og fremst vil jeg takke studentene mine ved bachelorstudiet i ekonomi
og administrasjon pa Lillehammer. De holder ut ar etter ar og har testet ut en
god del av oppgavene og eksemplene. Videre vil jeg takke forskningsgruppen
i Business analytics ved Universitetet i Innlandet for nyttige og konstruktive
tilbakemeldinger i skriveprosessen.

Takk til redakter Jannicke Baerheim, som hadde tro pa prosjektet og har gitt
verdifulle tilbakemeldinger underveis, og takk til Terje Idland, som har vert
konsulent for boka.

Til slutt vil jeg takke Kornelia, Viktoria, Magnus, Johannes og Elisabeth for
at dere lar meg holde pa med en av hobbyene mine. Det gar jo med noen timer
pé disse bokprosjektene.

Alt godt.
Henning
Lillehammer, april 2025
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Introduksjon

Programmering har i de siste arene blitt en obligatorisk del av oppleringen
i matematikk i grunn- og videregaende skole. I fagomradet ekonomi har pro-
grammering alltid hatt mange bruksomrader, og flere kommer stadig til. I denne
boka skal du leere programmering pd matematikkens og statistikkens premisser.
Eller sagt pa en annen mate, sa skal du jobbe med matematikk og statistikk ved
hjelp av programmering. Det vil si at de eksemplene og oppgavene du far prave
deg pa her, forst og fremst tar utgangspunkt i matematikk- og statistikkursene
som du meter i pkonomiutdanningen du tar. Boka inneholder derfor i liten grad
ren gjennomgang av matematikk eller statistikk, da boka forst og fremst skal
fungere som en verktoybok og leeringssteatte i disse kursene. Dette er ikke tenkt
som en bok du sitter og leser i som i en tradisjonell bok, men det er en bok du
henter eksempler fra, legger inn pé datamaskinen, kjorer koden og ser hva som
skjer. Deretter justerer du gjerne litt pa4 koden med utgangspunkt i noen opp-
gaver fra boka eller andre steder, eller kanskje det er noe du har lyst til & finne
ut mer om selv. I denne prosessen vil du som leser av boka forhdpentligvis fa
en grundigere forstaelse for matematikk og statistikk, i tillegg til 4 fa en grunn-
leggende innfering i programmering.

Du skal kunne jobbe med denne boka uten noen forkunnskaper i program-
mering, utover det du har mett i grunn- og videregaende opplering. Boka er
i hovedsak tenkt brukt i forbindelse med undervisning i grunnleggende mate-
matikk og statistikk for skonomer, men den har en stikkordliste bakerst, slik at
den ogsa vil kunne fungere godt som et lite oppslagsverk.

Hapet er i alle tilfeller at boka vil gjore det enklere for deg som student a laere
matematikk og statistikk. Programmeringen du leerer, er uansett noe du nok vil

fa stor glede av senere.






KAPITTEL 1

Programmering i matematikk
og statistikk for gkonomifag

Programmering har veert en nedvendig ferdighet i moderne gkonomi i mange
tiar. Vi bruker programmering til & automatisere og optimalisere prosesser,
analysere store datamengder og simulere gkonomiske modeller. Programme-
ring i skonomi kan brukes til a lage algoritmer for handel pa finansmarkeder,
modellere okonomisk vekst, analysere konsumentatferd, lage kundebehandlings-
applikasjoner og mye mer. Programmering er ogsé sentralt i felt som gkonometri
og maskinlering, som bruker store datasett for a forsta okonomiske fenomener.
Med okende mengder tilgjengelig data og voksende kompleksitet i sgkonomiske
systemer er programmering en stadig viktigere ferdighet for gkonomer.

De forste datamaskinene ble bygd utelukkende for a gjore beregninger. For
d kunne utfore disse beregningene var en avhengig av a gi instruksjoner til data-
maskinen om hva som skulle regnes ut, og pa hvilken mate det skulles regnes ut.
Slik sett har programmering og matematikk alltid veert neert knyttet sammen.

I det forste kapittelet fokuserer vi pa hva Python er, utviklingsmiljeet Spyder
og hvordan vi kan bruke Python til grunnleggende matematiske beregninger. De
gkonomiske anvendelsene kommer i senere kapitler. Funksjonene og bibliotek-

navnene du meter i kapittel 1, er samlet i denne tabellen.
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Nytt i kapittel 1

print() skriver til skjerm

input() leser fra skjerm til variabel

int() heltallformaterer

float() desimaltallformaterer

str() tekstformaterer

type() oppgir datatype

symbols, factor, expand, simplify funksjoner fra sympy-biblioteket som

brukes til behandling av uttrykk

symbols, Eq, solve funksjoner fra sympy-biblioteket som
brukes til ligningslasning

1.1 Programmeringsspraket
Python og utviklingsmiljoet Spyder

Programmeringsspraket Python har navnet sitt fra BBC-TV-serien «Monty
Python and the flying circus», som var populeert tidlig p& 70-tallet. Utvikleren
av Python gnsket et enkelt og litt spennende navn pa programmeringsspraket.

Python er et populeert programmeringssprak som er i bruk bade til oppleering
og utvikling. Det er mange arsaker til dette. Spréaket er kjent for god lesbarhet,
samtidig som at méten koden struktureres pd er med pé a definere hvordan den
skal tolkes. Spraket kjores sekvensielt. Det betyr at koden tolkes linje for linje,
noe som ogsa er med pa a gjore spraket lett a forsta. Dette gjor at nybegynnere
far god veiledning i hvordan koden mé bygges opp for at maskinen skal kunne
tolke den. Python har et stort og aktivt utviklersamfunn, og det finnes derfor
mange ferdigutviklede ressurser for bade laering og problemlosning. Du kan finne
store biblioteker av ferdig utviklet programkode som ligger apent tilgjengelig,
og som er i stadig utvikling. Disse bibliotekene dekker blant annet dataanalyse,
maskinleering, webutvikling, statistikk og matematikk.

I denne boka skal vi bruke utviklingsmiljeet Spyder til & kjore kode vi lager
i programmeringsspraket Python'. Spyder er en apen kildekode primeert designet
for vitenskapelig programmering. Brukergrensesnittet inkluderer en editor med

1 Det finnes en rekke utviklingsmiljger en kan kjere Python-kode i.
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syntaksframheving, avansert feilseking og variabelutforsking. Spyder stotter ogsa
interaktiv testing og korrigering av biter av kode, og gir brukere muligheten til
a utforske og redigere variabler direkte. I tillegg tilbyr Spyder integrasjon med
mange populere vitenskapelige biblioteker, som NumPy, SciPy og Matplotlib.
Det er et godt utviklingsmiljo for dem som jobber med dataanalyse, maskin-

leering og vitenskapelig forskning.

Spyder laster du ned her:
https://www.spyder-ide.org/

Nar du har lastet ned Spyder, kan du forseke a lage ditt forste lille program.

Skriv inn koden som du ser i figur 1.1.

print('Hallo verden")

Figur 1.1 og eksempel 1.1. Mitt fgrste program.

[1]: runfile('C: /programmemng/eks 1.1 -
mltt forste program py', wdir='C:/

programmering ')
Hallo verden

Figur1.2. Hallo verden.

Resultatet av kjoringen kommer opp i konsollvinduet som du ser i figur 1.2.
Vi har né fatt pé plass verktoyet Spyder slik at vi er klare for & leere & pro-

grammere.

Oppgave 1.1

Skriv inn koden, og finn ut hva koden gjor.

#en hilsen

1

2

3 navn = input('Hva heter du?')

4 print('Hei', navn,'.', 'Haper du synes programmering er ggy.')

13
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1.2 Variabler og datatyper

I matematikk dukker ordet variabel opp i forbindelse med algebra. Vi regner med
variabler og lager oss uttrykk som vi kan bruke videre i beregninger. I program-
mering bruker vi variabler til & lagre innhold av et eller annet slag.

Det kan for eksempel veaere et heltall, et desimaltall, tekst eller annet.

I eksempel 1.2 har vi laget en kort tekst som forteller hva programmet handler
om (linje 1). Kodeleseren skal ikke tolke denne linjen, derfor markerer vi den
med # foran teksten. Videre tilordner vi heltallet 3 til variabel a (linje 3), desimal-
tallet 2.4 til variabel b (linje 4) og teksten ‘litt tekst’ til variabel c (linje 5). Merk
at punktum brukes som desimalskilletegn, og at tekst ma settes i apostrof ' '2.

I kodelinje 7, 8 og 9 skrives innholdet i de tre variablene til skjerm i motsatt
rekkefolge.

#tilordning til variabler

a=3
b =2.4
'litt tekst’

print(c)
print(b)
print(a)

W 0 N O U1 b W N BB
0
1}

I matematikk snakker vi gjerne om naturlige tall, hele tall, rasjonale tall eller
reelle tall. I programmering kategoriserer vi tallene vi skal jobbe med, i to grup-
per. Enten er det et heltall (engelsk: integer) eller det er et desimaltall (flyt-tall
engelsk: float). I matematikk og statistikk vil det nok veere mest relevant & bruke
variablene til & lagre tall av forskjellig slag, men det er av og til behov for  lagre
tekst ogsa. Nar vi lagrer tekst i en variabel i Python, lagres tekst i variabelen med
en egen datatype som kalles string. Integer, float og string er eksempel pa de tre

mest brukte datatypene i programmering.

2 Deter ogsa mulig & bruke hermetegn " "
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Oppgave 1.2

Juster koden i eksempel 1.2 ved & skrive a = float(3) i kodelinje 3 og
b = int(2.4) ikodelinje 4 . Kjor programmet na.
Hvilken datatype har variabel a og variabel b na?

Du kan kontrollere dette med & for eksempel skrive
print(type(a))

i kodelinje 10 og kjore programmet.

Oppgave 1.3

Eulers tall e = 2,71828182845... dukker opp i mange sammenhenger i gko-
nomifag.

Lag et program der du lagrer tallet i en variabel (ta med 10 desimaler).
Skriv innholdet i variabelen til skjerm med print()-funksjonen.

1.3 Regneoperatorer, formler og regnerekkefolger

I matematikk har vi forskjellige regneoperatorer, og vi finner igjen de samme
i Python. I tabell 1.1 har vi listet opp de mest aktuelle forelapig.

Tabell1.1.
Pluss ¥
Minus -
Gange
Dele /
Opphgyd i
Kvadratrot **(1/2)

Gir rest ved heltallsdivisjon %
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Vi bruker disse regneoperatorene til & sette sammen variablene til uttrykk og
gjore beregninger.
(a +(b+ c)a)

Viser pé et eksempel der vi skal regne ut verdien av uttrykket 5
a

og far oppgittata =3, b=6o0gc=7.

#regneoperatorer

resultat = ((a+(b + c)*a)/(2*a))
print(resultat)

00 N O U1 A W N R
o
1}

~N
()

Vi ser at kjoring av programmet gir tallet 7 som resultat.

Oppgave 1.4
Lag et program som regner ut verdien av uttrykket
—(a+b)(a—2b)+3(a+b)(a+b)

nér du far viteata =2 og b = —3.

Oppgave 1.5

Lag et program som regner ut verdien av uttrykket

nér du far vite at x = 3.
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Oppgave 1.6

Lag et program som tar utgangspunkt i uttrykket 2”. Velg en passende verdi
for n slik at programmet skriver et tall med 10 siffer til skjerm.

1.4 Algebra med sympy

Til nd har vi fokusert pa a regne kun med verdier. Python har egne funksjons-
bibliotek som gjor at det er mulig a regne vanlig algebra. Et slikt bibliotek er
sympy. Nér du skal bruke funksjoner fra de ulike bibliotekene, mé de importeres.
I linje 3 i eksempel 1.4 importerer vi biblioteket sympy. Forelopig er vi interes-
sert i den delen som kan regne med bokstaver (symbols), og den delen som kan
forenkle uttrykk (simplify).

Ieksempel 1.4 ser vi hvordan vi kan forenkle uttrykket — (a - b) (a - Zb) +3 (a + b)z
med Python.

Eksempel 1.4

t#talgebra med sympy

from sympy import symbols, simplify

a, b = symbols('a b")

# Definerer uttrykket

1
2
3
4
5 # Definer symbolene
6
7
8
9 uttrykk = -(a-b)*(a-2*b) + 3*(a+b)**2

10

11 # Forenkle uttrykket

12 forenklet_uttrykk = simplify(uttrykk)
13

14 print(forenklet_uttrykk)

Vi importerer de nedvendige funksjonene (linje 3) og forteller Python hvilke
bokstaver som skal behandles som symboler (linje 6). I linje 9 legger vi inn
uttrykket, og selve forenklingen blir da foretatt i linje 12. Ved kjoring av pro-
grammet skrives da resultatet 2a° +9ab + b’ til skjerm.

Av og til nar vi regner algebra, blir vi sittende med uttrykk som vi ensker
a faktorisere.
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Sympy-biblioteket kan brukes til & faktorisere uttrykk. Da ma vi importere
factor-funksjonen fra sympy-biblioteket (linje 3 i eksempel 1.5).

1 #faktorisering og utviding med sympy

2

3 from sympy import symbols, factor, expand
4

5 # Definer symbolene

6 X = symbols('x")

7

8 # Definer uttrykket

9 uttrykk = x**3 - 3*x**¥2 4 2%x

10

11 # Faktoriser uttrykket
12 faktorisert_uttrykk = factor(uttrykk)
13 print('Faktorisert uttrykk:',faktorisert_uttrykk)

15 #regner ut parentesen
16 utvidet_uttrykk = expand(faktorisert_uttrykk)
17 print('Utvidet uttrykk:',utvidet_uttrykk)

I linje 12 bruker vi funksjonen factor til & faktorisere uttrykket.

Resultatet av faktoriseringen blir x (x - 2) (x - 1).

Merk at vi kan bruke Python til & kode motsatt vei ogsa, altsa for & multipli-
sere ut parentesene. I kodelinje 16 utvider vi uttrykket slik at vi kommer tilbake
til utgangspunktet.

Oppgave 1.7

Lag et program som regner ut ( v+ 2z)(x I 2z) og skriver resultatet til skjerm.
Utvid programmet slik at 2xy + 4xz + y* +2yz legges til resultatet.
Faktoriser resultatet na, og skriv det til skjerm.

Oppgave 1.8

Lag et program som regner ut

642 +1602° +1322° +40z + 4 —((4z +1)(2+22))
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1.5 Ligningslesning med sympy

Vi stoter ofte pa ligninger av forskjellig slag i matematikk. Biblioteket sympy
gjor det mulig 4 jobbe med ligninger og ligningslesning. Vi skal na se p& noen
eksempler der vi gar gjennom hvordan vi kan lgse en ligning eller et ligningssett
med en eller flere ukjente og andre- eller tredjegradsligninger.

I eksempel 1.6 loser vi ligningen
2x—3=7.

Fra sympy-biblioteket ma vi hente funksjonene symbols, Eq og solve (linje 3).
I kodelinje 6 forteller vi Python hvilken bokstav vi vil bruke som ukjent.
Ligningen legges inn i eq(linje 9). I kodelinje 12 lgses ligningen, og resultatet

skrives til skjerm i kodelinje 14.

Eksempel 1.6

#ligning med en ukjent
from sympy import symbols, Eq, solve

# Definer symbolet
X = symbols('x")

# Definer ligningen
eq = Eq(2*x - 3, 7)

O 0 N O U1 b W N BB

[
R ®

# Lgs ligningen
losning = solve(eq, x)

B R R
A wWN

print(losning)

Losningen pa ligningen skrives i klammeform: [5]. Det er fordi den skrives pa
listeform. En liste er en datastruktur som gjor det mulig & lagre flere verdier
samlet i en liste.

Det er ikke store endringen vi trenger a gjore pa koden for a fa den til 4 lase
andregrads- eller tredjegradsligninger. Den eneste endringen er hvilket uttrykk
vilegger inn i kodelinje 9.

I eksempel 1.7 lgser vi andregradsligningen x* +2x—3=0.

19



