
Arne Hole

 LINEÆR 

KALKULUS 

ALGEBRA

OG

KALKU
LU

S  O
G

  LIN
EÆ

R  ALG
EBRA

Arne H
ole

Bind 1, 2. utgave

Kalkulus og lineær algebra gir deg en 
integrert fremstilling av tre klassiske 
temaer innen universitetsmatematikk: 
énvariabelkalkulus, flervariabelkalku­
lus og lineær algebra. Boken er aktuell 
for et bredt spekter av fag, men den 
er primært skrevet for studiepro­
grammer innen realfag, teknologi og 
matematikk.
Målet med læreboken er at du ikke 
bare skal forstå hvordan ulike matema­
tiske metoder kan brukes, men også 
hvorfor de fungerer. En slik dybde­
forståelse er avgjørende for å kunne 
aktivt bruke matematiske modeller og 
metoder.

Teksten bygger opp teorien systema­
tisk fra grunnen av, og repeterer alle 
relevante deler av skolematematikken.
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Kapittel
Grunnlagsstoff

valg

matematisk logikk

stringente formelle

aksiomatiske metode



kapittel Grunnlagsstoff

mengder
M

M

D

D

D D

D er
D

Russells paradoks

aksiomer

A = { , , }
tomme mengden ∅

x ∈ A
x A p, q, r ∈ A

p ∈ A q ∈ A r ∈ A x /∈ A x

A

A ⊆ B

A B A

B A B

Eksempel 1 A = { , , , , } B = { , , }
∈ A /∈ A , ∈ B

B B A B ⊆ A

ikke A ⊆ B ∈ A /∈ B



seksjon Mengder

A = { , , , , }
�=

{x | krav } x

{x | x ∈ A x �= } = { , , , }.
x x ∈ A x �=

{x ∈ A | krav } x ∈ A «krav»
{x ∈ A | x �= } = { , , , }.

x ∈ A x �=
{form | krav }

{ · x | x ∈ A} = { , , , , }.
x x ∈ A

A B A B

A ∪ B

BA

A ∪ B

A B

A ∪ B = {x | x ∈ A x ∈ B}
A∪B A B

A ∪ B A B

A B A ∩ B

BA

A ∩ B

A B
A ∩ B = {x | x ∈ A x ∈ B}

A ∩ B felles A B

A∩B = ∅ A B disjunkte
A \ BBA

A \ B

A B

A \ B = {x ∈ A | x /∈ B}
A \ B A B

B ⊆ A A \ B B A

A ∪ B ∪ C A B C

A ∩ B ∩ C både A B C

Eksempel 2 A = { , , , } B = { , , , } A ∩B = { , }
A ∪ B = { , , , , , } B \ A = { , } A \ B = { , }

OPPGAVER

A = { , , } B = { , }
∈ B , ∈ A ∈ A

B ⊆ A A ⊆ B /∈ A
∅ ⊆ A A ⊆ A ∅ ∈ A

M = { , , , , , , }
{x + | x ∈ M} {x ∈ M | x �= x �= }
R = { , , , } S = { , , , }
R ∩ S R ∪ S R \ S S \ R



kapittel Grunnlagsstoff

− . ...

alle

. ... = .

. ... = .

har

R

Z

Z = {. . . ,− ,− ,− ,− , , , , , , . . .}
, , , , . . . N

N = { , , , , , , . . .}.
, , , . . . , , , . . . jevne

a a

| − | = | | =
a b a b

a b

a b

a b |b| |a| a

b b a

a > b a b a ≥ b a > b a = b

a < b a b a ≤ b a < b a = b



seksjon Det reelle tallsystemet

> ≥ < ≤ >

< streng

U ⊆ R

s t U U mellom s t

x ∈ R s < x < t a > b

a, b = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}

(a, b (a, b)

a

a

a,∞) = {x ∈ R | x ≥ a} (−∞, a) = {x ∈ R | x < a}
(a,∞) (−∞, a ∞

−∞
(−∞, ( ,

(−∞, ( ,

U R U

U

U U

Eksempel 1 U = (−∞, U

x ∈ U x ≤ x ≤ U

U U

U



kapittel Grunnlagsstoff

Definisjon 1
U R

U = U

U = U

U U U U

U U U

U

U

UU
U R

Eksempel 2 U = ( , π

U U = − U

U = U /∈ U U ∈ U

x U ⊆ R x

U (t, T ) t < x < T

U = , . U (t, T ) = ( . , . )

(t, T ) = ( , )

x

. .
,

x = .

U ⊆ R x ∈ U U U

x U U U∗

U = U∗

U R\U U

x ∈ R U x

U R \ U U ∂U

U



seksjon Regning med reelle tall

U

U U \ U

R

Eksempel 3 (a, b) (a,∞) (−∞, a)
ethvert x

(t, T ) x

a, b lukkede
(−∞, a) ∪ (b,∞)

x ∈ U U x

U x x ∈ R

U x U

OPPGAVER

{x ∈ R | < x ≤ } {x ∈ R | x ≤ }
U = , ) ∪ ( , ) U

U U

U V R

(U ∩ V ) ≤ U (U ∩ V ) ≤ V

U = , ) ∪ ( , )

U U

U

U∗ R \ U ∂U U

U ⊆ R x ∈ R

x U x /∈ U

R

a, b ∈ R

a + b a · b

a · b ab a b

· �=

R

grunnleggende antakelser starter



kapittel Grunnlagsstoff

R

a, b ∈ R a + b = b + a ab = ba

a, b, c ∈ R a + (b + c) = (a + b)+ c a(bc) = (ab)c

a, b, c ∈ R a(b + c) = ab + ac
R a+ = a a · = a

a ∈ R

a ∈ R b ∈ R a + b =
a ∈ R a �= b ∈ R ab =

a b c a < b b < c a < c

a b

a < b a = b b < a

a b a < b a + c < b + c

c

a b a < b ac < bc

c >

U

R U

U R

U

U

U

rasjonale

U ⊆ R

V = {−x | x ∈ U}
U V

− V U U



seksjon Regning med reelle tall

Teorem 1
U R

U

Teorem 2
a, b, c a + c = b + c a = b

Bevis a + c = b + c d

c + d =
(a + c)+ d = (b + c)+ d

a+(c+d) = b+(c+d) c+d =
a+ = b+ a+ = a b+ = b

a = b

kan

definisjoner

• a b a + b =
b unikt

definere −a a −a b

a + (−a) = (−a)
additive inversen a multiplikativ

a �=
• a �= b ab =

b unikt
definere a− b

a · a− =

a − b = a + (−b) a/b = a · b−

b �= a b

a/b a
b



kapittel Grunnlagsstoff

abc a(bc) (ab)c

a n ≥

an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n

a = a−n =
an

a �= an

a n a n

a kvadratet a a

ab ab a/b ab a/b a+ b
a − b a + bcn a + (b(cn))

Teorem 3
a b c d n,m

−(−a) = a a(b − c) = ab − ac
a− (b+c) = a−b−c a− (b−c) = a−b+c

ab = a = b =
|a + b| ≤ |a| + |b|

anam = an+m (an)m = anm (ab)n = anbn(a
b

)n = an

bn

an

am
= an−m

a

c
+ b

c
= a + b

c

a

c
− b

c
= a − b

c

ac

bc
= a

b

a

c
· b
d

= ab

cd

a

c
· b = ab

c

a b c


