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Forord til 9. utgave

Matematikk for ekonomi og samfunnsfag er skrevet for metodekurset i det
trearige bachelorstudiet i gkonomi og administrasjon og er lagt tett opp til
rammeplanen for studiet, men leereboken kan ogsa benyttes pa hayskoler
og universiteter som innleder studiet med et kurs i matematikk/statistikk/
metode tilsvarende fem til ti studiepoeng.

Boken er lagt opp for studenter med lite matematisk kompetanse. Forfat-
terne gar derfor meget grundig til verks i begynnelsen. Det forste kapitlet,
«Grunnleggende emner (med bootcamp-ovelser i regning)», kan leses som
et forkurs.

Forfatterne har lagt mer vekt pa a utvikle leserens intuitive matematiske
forstaelse enn teorigjennomgang og bevisforsel. Eksempler og oppgaver er
valgt med tanke pa at leseren skal bli fortrolig med reelle problemer fra oko-
nomi og samfunnsfag. Noen eksempler er lost ved hjelp av Excel. Disse filene
ligger fritt tilgjengelig pa bokens hjemmeside, http://mos.cappelendamm.no,
slik at du kan legge dem inn pé egen datamaskin og arbeide videre med dem.

Til leerebokens oppgaver finnes en egen lesningsbok. Matematikk for oko-
nomi og samfunnsfag. Losningsforslag gir deg detaljerte losninger pa omtrent
halvparten av oppgavene i boken, samt fasitsvar pa de evrige oppgavene.

9. utgave er revidert av Njal Foldnes og Steffen Grenneberg, og innled-
ningskapitlet om grunnleggende regning og kapittel 8, om lineeer algebra,
er vesentlig forbedret i forhold til tidligere utgaver. De gvrige kapitler har
gjennomgatt en lett revisjon med bare enkelte endringer.

I kapittel 1 er forste del grundig revidert, og det er lagt inn mer repe-
tisjonsstoff fra videregdendetrinnet. Her er det ogsa lagt til mange enkle
regneoppgaver med lesninger pa samme side (det er dette vi kaller boot-
camp-ovelser i regning). Strukturen i kapittel 1 er likevel i stor grad beholdt.



12 | FORORD TIL 9. UTGAVE

I kapittel 8 er blant annet innledningen forenklet og noen mindre aktuelle
deler er flernet. Vi introduserer til gjengjeld Gauss-eliminasjon som et nyttig
startpunkt for lineaer algebra.

Juni 2018

Harald Bjernestad, Ulf Henning Olsson, Frank Tolcsiner og Svein Seyland



1.1

Grunnleggende emner
(med bootcamp-@vinger i regning)

Dette kapitlet er et treningsprogram for & leere a regne. Vi tar opp emner
innen potensregning, breker, likninger og ulikheter. Vi repeterer ogsa reg-
ning med bokstaver, det vil si algebra, og avslutter med en repetisjon av
prosentregning.

For studenter som trenger det, har vi laget et bootcamp-opplegg for a
mestre regning. Mélet er a lare a regne, sa bruk kun penn og papir, ikke
kalkulator.

Alle temaene i dette kapitlet brukes i resten av boken og gjennom resten
av utdanningen din. Vér erfaring er at selv om disse emnene virker kjente,
er det mange som trenger en oppfriskning. I matte mé treningsgrunnlaget
veere pa plass. Dersom du mestrer disse verktgyene, har du en mye bedre
sjanse for & prestere bra i faget og i resten av utdanningen din.

Tall og tallsystemer

Det finnes flere typer tall som er verdt & merke seg siden noen regneope-
rasjoner bare er tillatt for noen av dem. For eksempel er det ikke lov & ta
kvadratroten av negative tall! Vi starter derfor med en rask oversikt over de
vanligste tallkategoriene.

De forste tallene vi fikk foling med, var helt sikkert de tallene som beskri-
ver et antall. Disse tallene kalles de naturlige tallene og er 1, 2, 3 osv. Vi skal
merke oss at null - 0 - ikke horer med. De naturlige tallene betegnes med N.

Alle naturlige tall har et motsatt tall slik at summen blir 0. Dermed har
vi de hele tallene. De blir altsa -3,-2,-1,0, 1,2, 3, ... Disse betegnes med Z.



14

KAPITTEL 1 GRUNNLEGGENDE EMNER

1.2

EKSEMPEL 1

Behovet for a innfore de rasjonale tallene oppsto da vi skulle dividere f.eks.
2 : 3. Vi skriver det gjerne som en brek, —. Generelt har vi at de rasjonale

tallene kan skrives som en brgk hvor teller og nevner begge er hele tall, men
der nevneren ikke ma veere 0. De rasjonale tallene betegnes med Q.

Noen tall, slik som /2 og 7, kan ikke skrives som en brok. De rasjonale
tallene utgjor sammen med de irrasjonale tallene de reelle tallene. Betegnel-
sen for disse er R. Vi kan tenke pa R som tallinjen.

Regning med bokstaver: Algebra

Ofte trenger vi formler som skal kunne passe i bestemte situasjoner, for
eksempel for & regne ut naverdien av en fremtidig kontantstrom. Her har
man bokstaver som stér for konkrete tall, som lanebelop K, og terminrente r.
Istedenfor & gjore samme regnestykke om igjen og om igjen, kan man lose
regnestykket ved hjelp av algebra for & fd en formel man kan bruke i mange
forskjellige situasjoner.

Tenk pa to tall. La oss kalle dem a og b. Summen av dem skrives a + b, og
vi kan ikke gjore noe mer med dette uttrykket. Hvis vi vet at a = 3 og b = 5,
kan viregne uthva a + b er ved 4 sette inn i uttrykket. Altsi a + b=3+5=8,.

La oss derimot si at vi er interessert i
2a+3b-a

som betyr to ganger det forste tallet pluss tre ganger det andre tallet, minus
det forste tallet.

Her betyr 2a=a+a og 3b=b+b+b,0gvi har
2a+3b-a=a+a+b+b+b-a

Vikan ikke gjore noe med b-ene,oglar demstasom3b.Menvihar a+a-a=a.
Derfor kommer vi ikke lenger enn

2a+3b-a=a+3b

N4 kan vi bruke den forenklede formelen hvis vi vil sette inn for a = 3 og
b =5, 0ghar

2a+3b-a=3+3-5=3+15=18 °
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EKSEMPEL 3

1.2 REGNING MED BOKSTAVER: ALGEBRA I 15

Her kommer et litt mer komplisert uttrykk:
2a+3b-a+3a-a-b

Det er to typer ledd: a og b. Vi grupperer dem hver for seg og trekker
sammen, slik at

2a+3b-a+3a-a-b=2a-a+3a-a+3b-b
=3a+2b

Hittil har vi kalt leddene a og b. Hvilke bokstaver vi har valgt, har ikke noe
a si, og vi kunne like godt kalt dem x og y. Vi vet derfor at

2x4+3y—-x+3x—-x—-y=3x+2y
I fasiter er ledd ofte skrevet alfabetisk, s& hvis du hadde regnet selv og kom-

met frem til 2y + 3x, er ogsa det helt riktig svar. o

Noen ganger jobber vi med bade med kjente og ukjente tall. De ukjente
tallene er skrevet som bokstaver. Da far vi uttrykk som inneholder béde
bokstaver og konstanter. Vi har for eksempel at

10+3a-1=9+3a.

Her har vi to typer ledd, et a-ledd og et konstantledd, etter utregningen
10 -1 = 9. Det er viktig at vi forst inspiserer uttrykket for & finne ut hvor

mange typer ledd vi har. Hver type ledd ma regnes ut for seg. o
Bootcamp-gvinger: Losninger:
a) 5a+b-2a a) 3a+b,eller b+3a
b) -b+3b-a b) —a+2b,eller 2b—a
c) a+2b+2c—-a+2b c) 4b+2c

d) u+2v+200v+10 d) u+202v+10
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EKSEMPEL 4

EKSEMPEL 5

EKSEMPEL 6

Tenk pa et tall x og gang det med seg selv. Vi skriver x-x=x> Nar et tall
ganges med seg selv flere ganger, kaller vi resultatet en potens. Vi ma passe
pa & skille x-leddene fra x*-leddene. Dette er ulike typer ledd, som ikke kan
slds sammen: x> —3x+5x>+6-4x=x"+5x"-3x-4x+6

=6x’>-7x+6
Formelen vi har funnet, har noyaktig tre ledd: x°, x og konstantleddet. Man
pleier & skrive konstanten til slutt og x* for x. o

Tenk pa to tall, a og b, og gang dem sammen. Dette skrives a-b=ab. Gange-
tegnet skriver man ofte ikke, slik som 2-a =24. Nar vi har to ledd som ganges
sammen, far vi en ny type ledd som ma handteres for seg. Vi har

2ab+a-ab=2ab-ab+a=ab+a.
Vi har ogsa
xXyz+xy+2xyz+y+10=3xyz+xy+ y+10

Her har vi fire typer ledd, og vi kan ikke forenkle dette noe mer. o

Trekk sammen
-3a’+a-2a*+5a—-a’+5a’
=-3a’+5a’-2a*-a*+a+5a
=2a’-3a’+6a
og
a’b*+4ab-4a’b+3ab-ab* -5ab+2a’b
=a’b*-4a’b+2a’b-ab’ +4ab+3ab-5ab o
=a*b*-2a*b—ab*+2ab

Bootcamp-gvinger: Losninger:

a) 3a’+a-a’ a) 2a’+a

b) —-a+a*-5a*+2 b) -4a’-a+2

c) 10+x+xy+1-x c) xy+11

d) x’y?+2xy’+1 d) Kan ikke forenkles

e) —-5a’b+5ba’ e) 0.(a’b=a-a-b=b-a-a=ba*)
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EKSEMPEL 8

EKSEMPEL 9

1.2 REGNING MED BOKSTAVER: ALGEBRA I 17

Poenget med formler er at vi kan sette inn de tallene som gjelder i var situa-
sjon. Vi skal setteinnx =7 ogy =21

2xy -y’ +1
og far
2:7:2-27+1=28-4+1=25

Det er viktig & huske at ganging er «sterkere» enn plussing: Gangestykker

ma regnes ut for vi begynner a plusse eller trekke fra. o
Er

3+2-5
lik 25 eller 13? Riktig svar er 13. o

Vi vil regne ut
3+2-47

Hvilken rekkefolge skal vi bruke? Vi vet at vi ma gange forst og s plusse,
men hva skal vi gjore med 4°? Hvis vi husker at 4° betyr 4 ganger 4, har vi et
uttrykk med bare gange og pluss. Vi far derfor

34247 =3+2-4-4=3+32=35.

S& husk: Forst potenser, sd ganging. Til slutt plusser vi eller trekker fra. e

Bootcamp-gvinger:
Sett inn x = 2 og y = 3 og regn ut

a) x’+xy
b) x+y+2y?
c) x’y-x-2y+l

Lgsninger:

a) 2%2+2:3=4+6=10

b) 243+2:3*=5+2-9=5+18=23

c) 2%:3-2-23+1=4-3-2-6+1=12-2-6+1=5
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EKSEMPEL 10

EKSEMPEL 11

EKSEMPEL 12

Regnestykker inneholder ofte parenteser. Det som er inni parentesen, ma da
behandles som en enhet, det vil si et tall. Vi ma vaere veldig oppmerksomme
pé hvordan vi regner med parenteser, slik at denne meningen respekteres.
Vi vil regne ut

19-2-(2+4)
Og da skal (2 + 4) behandles som ett tall, altsa 6.

19-2-(2+4)=19-2:6=19-12=7 .

Vi vet at 3° = 9. Hva med (-3)*? Jo, det blir ogsa 9:

(-3)* =(-3)-(-3)=9

(Husk at minus ganger minus blir pluss.) o

Vi kan lgse opp en parentes med + (pluss) foran uten videre:
2x—3y+(4x+y)=2x—3y+4x+y=6x—2y

Men star det — (minus) foran, ma vi skifte alle tegnene inne i parentesen nar
vi «lgser» den opp.

2x-3y—(4x+y)=2x-3y-4x-y=-2x-4y
Noen ganger far vi en minus foran et negativt tall, og to minuser blir pluss.

1-(4-y)=1-4-(-y)=-3+y=y-3 .

Né kan vi klare mer omfattende utregninger ved & bruke reglene vi har leert:

3a—(2a+3)-(4a-5)=3a-2a-3-4a+5=-3a+2

3x2—(—4x—x2)+(2x2 —3x)=3x2+4x+x2+2x2—3x

=6x’+x
Regler for algebra
a+a=2a (1]
a+b=b+a [2]

—(a+b)=-a-b og —(a-b)=-a+b (3]



OPPGAVE 1.1

OPPGAVE 1.2

OPPGAVE 1.3

1.2 REGNING MED BOKSTAVER: ALGEBRA

Bootcamp gvinger: Lgsninger:

a) -1 a) -(1:'1)=-1

b) (-1)° b) (-1)(-1)=1

c) b+(a+b) c) a+2b

d) b+(b-a) d) —a+2b eller 2b-a
e) 2x—(y+x) e) x-y

f) x-(1+x) f) -1

g) x*—(1-x7) g) 2x’-1

Trekk sammen uttrykkene

a) 7a+3b-5b+4c-3a+6b+5ac
b) 2x%-3x°+4x+10x%-3x

c) 5xy+4xz-3yx+3yz-xy+xz
d) A’+AB-aB+4AB-3A"*

Hva blir

a) x+y+(x+y)
b) x+y+(x-y)
<) x+y+(-x+y)

d) xX+y

x-y-(
e) x-y—(x-y
f) x-y-(-x-y)
Settinn x=3,y=-2,z=-1 ogregn ut
a) 5x-3y+2z
b) 2x-y*+3z’
) xy-xz—(x-yz)
d) x2+y2+zz—2x—3y—4z—(x2—2xz+3xy)

19
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Parentesregler

a-(b+c)=a-b+a-c=ab+ac [4]

(a+b)-(c+d)=ac+bc+ad+bd (5]
EKSEMPEL 13 2(x+1)=2x+2

x-3(x-1)=x-3x-3"(-1)=x-3x+3=-2x+3

261(2a+3b)—2(a2 —ab)=4a2+6ab—2a2+2ab
=2a’+8ab

(x+1)(x+2)=x’+x+2x+2=x"+3x+2

EKSEMPEL 14 Et litt storre eksempel:

(3ab2 +2a2b)(a—b)
=3ab’-a+2a’b-a+3ab*-(-b)+2a’b-(-b)
=3a’b*+2a’b-3ab’ -2a°b*
=a’b*+2a’b-3ab’

Bootcamp-gvinger: Lasninger:

a) 10(x+1) a) 10x+10

b) 3(2x+4y) b) 6x+12y

¢ 2x-2x(1-x) €) 2x-2x+2x>=2x"

d) (2x-2x)(1+x) d) 0-(1+x)=0

e) (a+b)(a+b) e) a’+ab+ba+b’=a’+2ab+b’

f) (a+b)(a-0b) f) a’-ab+ba-b*=a’-b’

g) (a-b)(a-D) g) a’—ab-ba+b’>=a’-2ab+b’
(

h) b+a2)(b2+2)+2(a+1) h) a’b*+b’*+2a*+2a+2b+2



OPPGAVE 1.4

OPPGAVE 1.5

OPPGAVE 1.6
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EKSEMPEL 1

1.3 POTENSER OG ENKEL BROKREGNING

Regn ut og trekk sammen

a) a(a2+3a+4)—a2(a—5)

b) (2x-1)(1-x)

o) (y?-x7)(y=x)=(x*-y?)(x-)

Sett a=-1,b=2 og c=-2 ogregn ut

a) 2abc

b) 4a’b*c’

c) (8b-a)(c-3b)

Regn ut uttrykkene y,,y, ogy, forx=-2,-1,0,1 og 2 nar
Y, =2x+1

y,==3x+4
y,=-2x>+3x-4

Potenser og enkel brgkregning
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I dette avsnittet skal vi se pa skriveméter og regler for potenser, inkludert

breker av potenser. Vi frisker ogsa opp grunnleggende regler for brok-

regning, et tema vi kommer tilbake til senere i kapitlet.
Vi skriver a-a=a* og a-a-a=a’ og si videre. Merk at a' =a.

Definisjon av en potens
ara-a-...a=a"

%,—/

n faktorer

a er grunntallet, n er eksponenten.

Vi har
2°=2-2-2-2:2=32
Grunntallet kan ogsa veere negativt:

(-2)' =(-2)-(-2)-(-2) =4-(-2) =~
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EKSEMPEL 2 La oss si vi vil regne ut 3°-3°.
3°.3°= 33 - 3-3-3:3-3=37
—— —— ——
2 ganger 5 ganger
Vi teller altsa opp antall 3’ere og kan forenkle regningen til
32 .35 =32+5 =37
Dette vil alltid fungere nar vi ganger sammen to potenser med samme grunn-
tall. For eksempel er
57.59=57+9=516 °
Potensregel
a™-a" =g™" [1]
Potenser med samme grunntall i en brek kan forenkles slik:
a_5_ aaau-®_aaa _J
a>  luw 1
Vi har fem a-er og stryker to a-er, og stir derfor igjen med tre a-er.
Vi kan derfor tenke pa dette som
a’ _ s, s
For eksempel er
8
2—7 =3%7=-3'=3
Brokregel potens
a —=a"" (2]
a
EKSEMPEL 3 Vi regner ut
2 2
.x—=.x—l=_)(:2_1 =x1 =X
X X

Husk at x'=x.
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Bootcamp-gvinger:

Gjor uttrykkene enklere ved 4 bruke potensreglene [1] og [2].
x 100

x70

a) x’x3x? b) x’y’xy? )

Lgsninger:

a) x2x3x4 =x2+3x4 =x5x4 =x9

3,5

b) x2y3xy2 =x2xy3y2 =x2+1 ,y3+2 =x y

xlOO
C) — = x100—70 =x30
X

For mer omfattende oppgaver trenger vi a repetere noen regler for broker.
Vi husker forst pa hvordan vi multipliserer to breker: Vi multipliserer teller

med teller og nevner med nevner. Altsa har vi

2 32
7 57

5

S oY)

6
35

Bootcamp-gvinger:
Regn ut og forkort hvis mulig.
12

a) —-2
)23

b) %'2 Hint: Bruk at 2=%

N | W
w N




